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1 Introduction
  ICCV 的最佳论文奖是马尔奖(the Marr Prize)，以英国神经科学家 David Marr 的名
字命名。Marr 作为计算机视觉的开创者曾经提出过一个系统的视觉理论：计算机视觉的
终极问题是输入二维图像，输出是由二维图像“重建”出来的三维物体的位置与形状；而
其他的一些诸如识别、检测等任务，只能被称为“模式识别”(Pattern Recognition)问题，
而不能被称为“计算机视觉”(Computer Vision)问题。这其中的差别在于，Marr 证明如果
终极问题能被解决，那么其他的问题都能够被解决。所以从整个计算机视觉的领域来讲，
NeRF[1] 所解决的问题就是计算机视觉最根本的问题，它所展示的效果是计算机视觉领
域最根本的进步。

  而后续的 3D Gaussian Splatting(3DGS)[2] 则是计算机视觉领域上三维重建的又一大
迈步，它通过引入高斯分布作为基本的渲染单元，对三维空间中的点进行更加高效、连
续的表示和渲染。与传统的点云或网格表示方法相比，3DGS 利用空间中高斯核的连续
分布来表示物体的形状和纹理，使得渲染过程能够更自然地捕捉细节，同时减少计算复
杂度。这种方法通过优化高斯核的参数（包括位置、方差和颜色等），能够快速生成逼真
的视图合成效果，并且在实时渲染和交互场景中表现出优异的性能。它不仅显著提升了
三维重建的效率，还为动态场景建模和高保真图像生成提供了全新的可能性，成为计算
机视觉领域在三维重建研究中的重要进展之一。

2 NeRF
  NeRF 的核心思想是：人眼或者相机观察三维场景的过程是，给定一个相机的位置
和（朝向）方向，根据三维场景的参数，可以渲染得到一张投影的图片。NeRF 将三维场
景用 MLP 表示，前向的网络计算就和人眼或者相机观察三维场景的过程一致，当整个计
算过程都可微的时候，通过渲染图片的监督，就可以对 MLP 进行优化，“学出”三维场景
的“隐式”参数，如 Figure 1 所示。
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Figure 1:  NeRF Forward.

2.1 Volume Rendering
  若给定相机的姿态（Camera Pose），从 NeRF 的模型中获得一张输出的图片，关键就是
获得每一个图片每一个像素坐标 (𝑥, 𝑦) 的像素值。而该点的像素值的计算方法为：从相
机光心发出一条射线（Camera Ray）经过该像素坐标，途径三维场景很多点，这些“途径
点”或称作“采样点”的某种累加决定了该像素的最终颜色。这个过程也被称作“体渲染”。

  像素的颜色由 (2.1) 体渲染公式计算出，其中 𝐜 表示颜色，𝜎 表示密度，𝐫, 𝐝 分别表
示 Camera Ray 上的距离和方向，𝑡 表示在 Camera Ray 上采样点离相机光心的距离。

𝐶(𝐫) = ∫
𝑡𝑓

𝑡𝑛

𝑇 (𝑡)𝜎(𝐫(𝑡))𝐜(𝐫(𝑡), 𝐝)𝑑𝑡, where 𝑇 (𝑡) = exp(− ∫
𝑡

𝑡𝑛

𝜎(𝐫(𝑠))𝑑𝑠). (2.1)

  这个公式的得出涉及到一定的光学知识，接下来会从物理的角度进行解释。首先，因
为光路可逆，为了计算方便，在计算像素平面某点的像素值时，一般通过相机发射出的
射线来采样空间中的点并计算它们颜色的某种累加。如 Figure 2 所示，红色的箭头表示
从相机光心发射出去的光线，黑色的圆柱体为粒子碰撞、光发生吸收、反射的区域，多
种颜色的小球为粒子，橙色的箭头为实际的光线的路径（碰到小球的光线即停下）。

Figure 2:  The rendering of NeRF.

  考虑一条光线，这条光线上的光照强度为 𝐼(𝑠)，其中 𝑠 表示光线上的位置。在光线
上极小的一段路径，即 Figure 2 中的圆柱体，其初始位置为 𝑠，长度为 Δ𝑠 → 0，圆柱体
的底面面积为 𝐸，内部粒子密度为 𝜌(𝑠)，其中的粒子都是半径为 𝑟 的小球。

  所有碰到粒子的光线都会被吸收或者反射，所以计算光被吸收的概率就可以知道有
多少光能够通过该段路径。因为 Δ𝑠 → 0，粒子可以被近似当作平铺在圆柱体内部，粒子
所占用的面积为 𝐸Δ𝑠𝜌(𝑠)𝜋𝑟2，即粒子数量与粒子截面面积的乘积。粒子所占用的面积与
整个圆柱体地面积的比值为：

𝐸Δ𝑠𝜌(𝑠)𝜋𝑟2

𝐸
= Δ𝑠𝜌(𝑠)𝜋𝑟2
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所以光通过这段路径之后光照强度变为：

𝐼(𝑠 + Δ𝑠) = (1 − Δ𝑠𝜌(𝑠)𝜋𝑟2)𝐼(𝑠)

光强度的变化量：

Δ𝐼 = 𝐼(𝑠 + Δ𝑠) − 𝐼(𝑠) = −Δ𝑠𝜌(𝑠)𝜋𝑟2𝐼(𝑠)

也即：

𝑑𝐼(𝑠)
𝑑𝑠

= −𝜌(𝑠)𝜋𝑟2𝐼(𝑠) (2.2)

记 −𝜌(𝑠)𝜋𝑟2 为 𝜎(𝑠)，则 (2.2) 的解为：

𝐼(𝑠) = 𝐼(0)𝑒∫𝑠
0

−𝜎(𝑡)𝑑𝑡 (2.3)

在式 (2.3) 中，记 𝑇 (𝑠) = 𝑒∫𝑠
0

−𝜎(𝑡)𝑑𝑡，则有:

𝐼(𝑠) = 𝐼(0)𝑇 (𝑠)

其中 𝑇 (𝑠) 的物理意义是透明度，表示当光线达到 𝑠 处时，光强保留的幅度。实际上像素
的颜色由那些反射光的粒子决定，而与透过光的部分无关。记 𝐹(𝑠) = 1 − 𝑇(𝑠) 表示不透
明度，表示当光线达到 𝑠 处的时候，光强反射的幅度，可以近似认为 𝑠 处的粒子颜色为
𝐜(𝑠)，则最终的颜色输出可以表示为：

𝐸(𝑐) = ∫
∞

0
𝐹 ′(𝑠)𝐜(𝑠)𝑑𝑠

= ∫
∞

0
𝑇 (𝑠)𝜎(𝑠)𝐜(𝑠)𝑑𝑠

(2.4)

  式 (2.4) 和 NeRF 原文中的式 (2.1) 已经有非常的相似性了。一方面，NeRF 将 𝜎(𝑠)
密度建模为一个仅和采样点三维坐标相关的量，将 𝐜(𝑠) 颜色建模成一个采样点三维坐标
以及相机光线方向都有关的量；另一方面，在实际计算的时候，往往会选择 Camera Ray
上一个最近的点和一个最远的点，只计算两点之间的粒子对最终颜色的贡献。最终便可
得到 NeRF 体渲染的最终公式。

2.2 黎曼和形式的推导
  在实际计算的时候，如 (2.4) 的积分形式是无法直接用代码实现的，需要转换成黎曼求
和的形式。假设把采样的最近端和最远端之间划分为 𝑁  个小区间，第 𝑖 个区间在 Camera
Ray 上的位置就是 [𝑡𝑛 + 𝑖−1

𝑁 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑛), 𝑡𝑛 + 𝑖
𝑁 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑛)]。该小区间的积分可以表示为：

𝐶(𝐫)𝑖 = ∫
𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

𝑇 (𝑡)𝜎(𝐫(𝑡))𝐜(𝐫(𝐭), 𝐝)𝑑𝑡

= ∫
𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

exp(− ∫
𝑡

𝑡𝑛

𝜎(𝑠)𝑑𝑠)𝜎𝑖𝐜𝑖𝑑𝑡
(2.5)
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在 (2.5) 函数中，密度 𝜎(𝐫(t)) 和颜色 𝐜(𝐫(𝐭), 𝐝) 都可以在这个小区间内近似为常数，直
接由 MLP 的输出来确定。而 𝑇 (𝑡) 的值相对于小区间不能忽略，所以进一步化简 (2.5) 可
以得到：

𝐶(𝐫)𝑖 = 𝜎𝑖𝐜𝑖 ∫
𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

exp(− ∫
𝑡

𝑡𝑛

𝜎(𝑠)𝑑𝑠)𝑑𝑡

= 𝜎𝑖𝐜𝑖 ∫
𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

exp(− ∫
𝑡𝑖

𝑡𝑛

𝜎(𝑠)𝑑𝑠) exp(− ∫
𝑡

𝑡𝑖

𝜎(𝑠)𝑑𝑠)𝑑𝑡

= 𝜎𝑖𝐜𝑖𝑇𝑖 ∫
𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

exp(− ∫
𝑡

𝑡𝑖

𝜎(𝑠)𝑑𝑠)𝑑𝑡

𝑇𝑖 = exp(− ∫
𝑡𝑖

𝑡𝑛

𝜎(𝑠))𝑑𝑠

其中嵌套积分项可以直接求解出结果，得到：

exp(− ∫
𝑡

𝑡𝑖

𝜎(𝑠))𝑑𝑠 = exp(−𝜎𝑖(𝑡 − 𝑡𝑖))

从而可以得到：

𝐶(𝐫)𝑖 = 𝜎𝑖𝐜𝑖𝑇𝑖 ⋅ 𝑒−𝜎𝑖(𝑡−𝑡𝑖)

−𝜎𝑖
|𝑡𝑖+1
𝑡𝑖

= 𝐜𝑖𝑇𝑖(1 − 𝑒−𝜎𝑖𝛿𝑖)

求和后：

𝐶(𝐫) = ∑
𝑁

𝑖=1
𝐜𝑖𝑇𝑖(1 − 𝑒−𝜎𝑖𝛿𝑖), where 𝑇𝑖 = exp(− ∑

𝑖−1

𝑗=1
𝜎𝑖𝛿𝑖) (2.6)

式 (2.6) 就是式 (2.1) 的离散形式，其中求和对应积分符号，𝑇𝑖 对应 𝑇 (𝑡)，𝐜𝑖 对应 𝐜(𝐫(𝑡), 𝐝)，
𝜎𝑖𝛿𝑖 对应 𝜎(𝐫(𝑡))。

2.3 位置编码
  NeRF 的采样点是一个五维向量，其中坐标三维，视角方向二维，经过MLP输出颜色
与密度。设想辐射场中距离很近即采样向量很相似的两点，输出具有相似的颜色和密度
直觉上是合理的。对于两个很近的点，导数决定了这两点的输出能够有多大的差异，如
果相近的点的输出难以拉开差距，那么渲染结果就倾向于模糊、平滑，也就是图像处理
常提到的低频信号，反之如果想实现结果高频信息足够清晰，则需要模型能对相近点的
输出差异较大，对应较大导数。回到乘 weight 和加 bias 的本质，MLP输出的其中一维
大概是这个形式的:
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(𝑤 + ww + ⋯)𝑥0 + (𝑤 + ww + ⋯)𝑥1 + ⋯ + (𝑤 + ww + ⋯)𝑥𝑛

+(𝑏 + wb + wbw + ⋯)

对输入向量求导会发现导数是 weight 多项式，多项式的值先不提，只考虑一个输入维度
会发现偏导数是恒定的，即如果自变量在线性空间朝着某个直线方向改变，只能产生等
比例的输出变化。

  所以理论上来说网络的输出会变成渐变色一块的样子，但是激活函数的加入让 MLP
变为非线性函数，让倒数可以有更丰富的变化来描述不同位置的辐射场，但是直观感觉
上只能对线性空间产生一定变形的效果。从结果来看也是，平滑的低频信息依然占据主
要地位。

  MLP 的导数形式导致相似输入容易产生相似输出，进而难以产生高频信号的问题。
一共就五个分量，基于线性函数的 MLP 难以较好地用导数区分开输出。既然导数难以动
手，那么就可以引入 Positional Encoding 的核心动机：让原本相似的输入不再那么相似。
回到最开始的输入：三维坐标，二维视角方向，一共五维。所谓不相似就是距离远一些，
五维空间是满秩的，而 Positional Encoding 的做法就是，映射到更高维的空间。

  NeRF 在进行 Positional Encoding 时，首先会进行一次频率扩展：对输入的每个坐标分
量进行变换，生成一组具有不同频率的正弦和余弦值。然后对于每个坐标 𝑝 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)，
将每个坐标分量 𝑝𝑖 转换为不同频率的正弦和余弦函数，具体公式如下：

PE(𝑝𝑖) = (sin(20𝜋𝑝𝑖), cos(20𝜋𝑝𝑖), ⋯, sin(2𝐿𝜋𝑝𝑖), cos(2𝐿𝜋𝑝𝑖))

其中，𝑝𝑖 表示空间坐标中的某一个维度，𝐿 是一个超参数，表示编码的频率的最大层
数，2𝐿 控制了频率的增长。每个坐标分量会被映射到一个较高维的空间，其中包含了不
同频率的正弦和余弦值。原文中 NeRF 对坐标三维取 𝐿 = 10，视角方向取 𝐿 = 4，使用
Positional Encoding 之后 MLP 的输入维度从五维变成了 (3 ∗ 10 ∗ 2 + 2 ∗ 4 ∗ 2) = 76 维，
维度大了很多，虽然没有办法保证满秩或尽量分散，但是相较于原来的五维来说效果也
会更好。

3 Gaussian Splatting
  在 NeRF 中，沿着一个像素，发出一条射线，然后这条射线“射向体数据”（在 NeRF
里就是沿着光线进行采样，然后查询采样点的属性）的过程。这个过程可以归结为一种
Backward mapping。那么这就会引发一定的思考，是否有一种 Forward mapping 的办法。
形式上，就是将整个“体数据”投影到此时位姿所对应的图像平面。这种办法的前提就不
能是用 NeRF 那样的隐式表达了，需要一些显式的表达才能支持这样直接的投影。例如
以三个顶点长成的三角面基元(primitive)，然后将这些许多的三角面直接投影到成像平
面上，判断哪些像素是什么颜色，当有多个三角形投影时，根据它们的“深度”来判断前
后顺序，然后进行 Alpha Compositing。

  无论是 Backward mapping 还是 Forward mapping，这个过程都涉及到将连续的表示
变成离散的。在 Backward mapping 里，是对场进行采样；在 Forward mapping 里，是需要
直接生成出基元，这也是一种连续化为离散。为了理解在这个过程中，高斯分布为什么
重要，需要涉及到信号与系统中的概念，要清楚此时引入信号与系统里的工具的目的是
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什么。回想刚才三角面基元的情景，在实际情境中，接触不到“连续”的表达，比如三角
面，只会记录它的三个顶点。当投影完成后，只能做一些有限的操作来阻止“锯齿”，例如
对结果进行一个模糊操作，这些操作一般都是局部的。而这样做的目的，本质是“希望用
离散的表达来重建原来的信号，进一步在重建好的信号上进行 resampling。如果视觉上
对处理后的结果看起来没什么混叠或者锯齿上的问题，那就说明 resampling 是成功的。

3.1 Derivation of Sampling
  考虑采样率 𝑓𝑠 = 1/𝑇，那么考虑一个连续信号 𝑥𝑎(𝑡) 通过周期性采样得到离散化采
样信号 𝑥𝑎(𝑡)：

𝑥𝑎(𝑡) = ∑
∞

𝑛=−∞
𝑥𝑎(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇 )

假设连续时间信号 𝑥𝑎(𝑡) 的频谱为 𝑋̂𝑎(𝑗Ω)，其中 Ω 是频率变量，表示连续信号 𝑥𝑎(𝑡) 在
频域的分布。根据连续时间信号 𝑥𝑎(𝑡) 的傅立叶变换：

𝑋𝑎(𝑗Ω) = ∫
∞

∞
𝑥𝑎(𝑡)𝑒−𝑗Ω𝑡𝑑𝑡

对 𝑥𝑎(𝑡) 进行傅立叶变换即可得到其频谱。因为 𝑥𝑎(𝑡) 是一个由脉冲序列构成的信号，可
以使用傅立叶变换的线性性质 (3.1) 和时移性质 (3.2) 来计算频谱：

ℱ{ ∑
∞

𝑛=−∞
𝑥𝑎(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇 )} = ∑

∞

𝑛=−∞
ℱ{𝑥𝑎(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇 )} (3.1)

ℱ{𝑥𝑎(𝑡)} = ∑
∞

𝑛=−∞
𝑋𝑎(𝑗Ω)𝑒−𝑗Ω𝑛𝑇 (3.2)

式 (3.2) 是一个无穷级数，它可以识别为一个周期性信号的傅立叶变换。由于 𝑥𝑎(𝑡) 是由
脉冲组成的离散信号，它的频谱 𝑋̂𝑎(𝑗Ω) 是周期性的。周期为 2𝜋

𝑇 。因此，离散信号的频谱
由连续信号的频谱 𝑋𝑎(𝑗Ω) 通过频率平移和周期化得到。采样后信号的频谱可以写成：

𝑋̂𝑎(𝑗Ω) = 1
𝑇

∑
∞

𝑛=−∞
𝑋𝑎(𝑗Ω − 𝑗𝑛2𝜋

𝑇
)

  考虑奈奎斯特采样定理，需要将信号 𝑥𝑎(𝑡) 通过一个低通滤波器，并且同时补偿频
谱的幅度，其目的是只让基带频谱能通过。一个理想的低通滤波器对应着一个 Sa 函数。
记 Ω𝑠 = 2𝜋/𝑇 = 2𝜋𝑓𝑠

，有：

𝐺(𝑗Ω) = {𝑇𝑠, |Ω| ≤ Ω𝑠/2
0, |Ω| > Ω𝑠/2

𝑔(𝑡) = Sa(Ω𝑠
2

𝑡) =
sin(Ω𝑠

2 𝑡)
Ω𝑠
2 𝑡

直接计算时域上卷积积分的结果：
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𝑦(𝑡) = 𝑥𝑎(𝑡) ∗ 𝑔(𝑡) = ∫
∞

−∞
[ ∑

∞

𝑛=−∞
𝑥𝑎(𝜏)𝛿(𝜏 − 𝑛𝑇 )]𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

= ∑
∞

𝑛=−∞
∫

∞

−∞
𝑥𝑎(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝛿(𝜏 − 𝑛𝑇 )𝑑𝜏

= ∑
∞

𝑛=−∞
𝑥𝑎(𝑛𝑇 )𝑔(𝑡 − 𝑛𝑇 )

= ∑
∞

𝑛=−∞
𝑥𝑎(𝑛𝑇 )

sin( 𝜋
𝑇 𝑡 − 𝑛𝜋)

𝜋
𝑇 𝑡 − 𝑛𝜋

(3.3)

令式 (3.3) 中的 
sin( 𝜋

𝑇 𝑡−𝑛𝜋)
𝜋
𝑇 𝑡−𝑛𝜋  为重建核(Reconstruction kernel)。Sa 函数的性质是沿着左右方

向都会逐渐递减到 0，这个性质可以称为局部支撑(Local support)，如 Figure 3。从这个角
度上看，𝑦(𝑡) 是由重建核和离散数据重新生成的连续函数。

Figure 3:  The Sa Function and its Local Support.

  在有了上述理论基础后，可以开始介绍 EWA(Elliptical Weighted Average) Splatting[3]
了。EWA 里将要处理的整个图形模型看作对一个连续函数进行不规则的采样的结果，这
是一个很自然的假设，例如 3DGS 里的点云，传统的三角面片表示，NeRF 的渲染过程，
确实是采样的结果。我们可以像前面推导理想情况下的插值函数一样，用一个重建核来
重建这个连续函数 𝑓𝑐(𝐮)：

𝑓𝑐(𝐮) = ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘𝑟𝑘(𝐮)
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其中 𝐮 是一个采样的位置，𝑤𝑘 是采样出的权值，𝑟𝑘(⋅) 是重建核，𝕀ℕ 表示 Integral Number。
之后在 EWA splatting 的设计里，第一步是将从源空间里的 𝑓𝑐(⋅) 投影到屏幕空间，然后
得到一个连续的函数 𝑔𝑐(𝐱)，这一步被表述为：

𝑔𝑐(𝐱) = {𝒫(𝑓𝑐)}(𝐱)

其中 𝒫 代表一个投影算子，𝐱 是屏幕上的二维坐标。将这个算子与求和符号交换位置，
即先计算重建核投影后的函数，记作：

𝑔𝑐(𝐱) = ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘𝑝𝑘(𝐮)

其中 𝑝𝑘(⋅) = 𝒫(𝑟𝑘(⋅))，然后，像数字信号处理里教的那样，要将这个屏幕空间里的连续
信号变得带限，线通过一层预滤波器 ℎ(𝐱)：

𝑔′
𝑐(𝐱) = 𝑔𝑐(𝐱) ⊗ ℎ(𝐱)

展开积分，将加权时的求和符号与卷积的积分符号交换位置：

𝑔′
𝑐(𝐱) = ∫

𝕀ℝ2

{𝒫(∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘𝑝𝑘)}(𝜂)ℎ(𝐱 − 𝜂)𝑑𝜂

= ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘 ∫
𝕀ℝ2

𝑝𝑘(𝜂)ℎ(𝐱 − 𝜂)𝑑𝜂

= ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘𝜌𝑘(𝐱)

其中 𝜌𝑘(𝐱) = (𝑝𝑘 ⊗ ℎ)(𝐱)，说明可以像刚才投影时候一样，先计算此时 𝑝𝑘(⋅) 预滤波后的
结果，再带入计算。框架构造到这里，可能之所以选择“高斯分布”就已经呼之欲出了，因
为高斯分布有个很好的性质，两个高斯分布的卷积仍然是高斯分布。上述公式想说明，对
采样后整个场景的操作，都可以归结为对重建核进行操作。

3.2 Derivation of Splatting
  接下来需要将上面构造的这三步操作，结合到体渲染的具体情景中。如上面所述，
Splatting 的过程是反过来的，我们希望将物体投影到平面上。第一步仍然将源空间下的
坐标转换到相机空间里，这是一步仿射变换。然后，与其计算相机空间里的每个基元关
于平面的投影，再计算哪些部分属于哪些像素，不如直接应用一个投影变换，将从相机
原点发射的光线，映射为平行光。这样，被变换后的坐标，就可以很方便的进行体渲染
了。变换后得到的空间被称为“光线空间”。这个投影变换并不显然，因为如果直接这么
应用一个投影变换，会带来一些问题，之后的部分会具体讨论 。将从源空间映射到相机
空间的仿射变换记作 𝜑(⋅)，将相机空间映到光线空间的投影变换记作 Φ(⋅)。

  接下来，从体渲染的公式出发，推导出通常意义下的 Splatting 算法。在 EWA splatting
这篇里，所用的体渲染公式和 NeRF 里的相比，说法上更加严谨，是传统意义上的体渲
染公式的写法：low albedo approximation，即低反照近似，大概是指得这个式子本身不考
虑颜色随角度变化，于是不怎么拟合那种 non-Lambertian 的东西，但数学形式上是完全
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一样的。下面这一部分的内容有两个目的，一个是给出 splatting 框架下做体渲染的方法，
另一个是将刚才“连续-离散”的框架在这个例子里“实例化”。

  EWA splatting 的原文中，作者为了后续的一个方便（将 3D 积分掉一维变成 2D）以
及“光线空间”的引入，修改了一下符号意义。对于光线空间里的坐标 𝐱 = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2)

𝑇，
由于 𝑥2 在的维度会经常被积分掉，所以作者标记了一下 (𝐱, 𝑥2)

𝑇。此时体渲染的方程为：

𝐼(𝐱) = ∫
𝐿

0
𝑐(𝐱, 𝜉)𝑓 ′

𝑐(𝐱, 𝜉)𝑒− ∫𝜉
0

𝑓′
𝑐(𝐱,𝜇)𝑑𝜇𝑑𝜉

其中 𝐼𝜆(⋅) 表示光强，𝑓 ′
𝑐(𝐱, 𝜉) 是消光系数，用于建模光的“自我遮挡”，𝑒⋅ 作为衰减因子，

𝑐(𝐱, 𝜉) 表示“发射系数”。这个公式基本的物理原理与 NeRF 类似。

  由于将源空间到相机空间记作 𝜑(⋅)，相机空间到光线空间记作 Φ(⋅)，那么对于之前
定义的 𝑓𝑐(𝐮)，对于一个光线空间里的坐标 𝐱，可以依次进行逆变换，然后计算此时光线
空间里坐标为 𝐱 的位置对应的属性。假设 𝑓𝑐(𝐮) 就是源空间里的消光系数，所以自然有：

𝑓 ′
𝑐(𝐱) = 𝑓𝑐(𝜑−1(Φ−1(𝐱))) = ∑

𝑘∈𝕀ℕ
𝑤𝑘𝑟′

𝑘(𝐱)

变换的作用可以直接吸收进重建核中，如果选择高斯分布作为重建核，如果对高斯分布
进行简单的旋转，平移，缩放，那么它就还是高斯分布。但是变换 Φ−1(⋅) 不保证这样的
性质，这点后续将详细讨论。在交换积分和求和符号顺序后将 𝑓 ′

𝑐(𝐱) 带入体渲染方程：

𝐼(𝐱) = ∫
𝐿

0
𝑐(𝐱, 𝜉) ∑

𝑘∈𝕀ℕ
𝑤𝑘𝑟′

𝑘(𝐱, 𝜉)𝑒− ∫𝜉
0

∑𝑗∈𝕀ℕ 𝑤𝑗𝑟′
𝑗(𝐱,𝜇)𝑑𝜇𝑑𝜉

= ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘(∫
𝐿

0
𝑐(𝐱, 𝜉)𝑟′

𝑘(𝐱, 𝜉)𝑒− ∑𝑗∈𝕀ℕ 𝑤𝑗 ∫𝜉
0

𝑟′
𝑗(𝐱,𝜇)𝑑𝜇𝑑𝜉)

= ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘(∫
𝐿

0
𝑐(𝐱, 𝜉)𝑟′

𝑘(𝐱, 𝜉) ∏
𝑗

𝑒−𝑤𝑗 ∫𝜉
0

𝑟′
𝑗(𝐱,𝜇)𝑑𝜇𝑑𝜉)

(3.4)

此时式(3.4) 中的 𝐼(𝐱) 的形式也是一个加权和，同时它也确实将三维的输入映射到了二
维平面，且它和上文中的 𝑔𝑐(𝐱) 具有一致的意义。所以现在用 𝑔𝑐(𝐱) 替代 𝐼(𝐱)，精准的计
算这个式子是困难的，于是就有了 Splatting 的一些基本假设，核心在于变换后的重建核
是局部支撑的，也就是说，可以认为在积分从 0 到 𝐿 的过程中，只有那些 𝑟′

𝑘(𝐱, 𝜉) 显著
不为 0 的部分才是感兴趣的。一般一条光路上的采样点，这些支撑集都是不重叠的，于
是自然假设对于每个 𝑘 所对应的 𝑟′

𝑘(𝐱, 𝜉)，在其支撑域内，𝑐(𝐱, 𝜉) 近似为一个常数。这样
可以将 𝑐(𝐱, 𝜉) 从积分里拿出来。同时再对指数函数进行泰勒展开，由 𝑒−𝑥 ≈ 1 − 𝑥 可以
推出：

𝑔𝑐(𝐱) = ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘𝑐(𝐱)(∫
𝐿

0
𝑟′
𝑘(𝐱, 𝜉) ∏

𝑗
(1 − 𝑤𝑗 ∫

𝜉

0
𝑟′
𝑗(𝐱, 𝜇)𝑑𝜇)𝑑𝜉) (3.5)

接下来，为了对齐连乘符号内外的积分，会引入一个 Ignore self-occlusion 的假设。这个
假设说的是不那么细致的考虑每个基元内部的不透明度的变化，直接将穿透整个基元后
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所消耗的那么多为最小单位。也就是将式 (3.5) 连乘符号内部积分的积分上限调整成 𝐿，
此时，整个连乘符号将跟外面的那个积分无关，于是可以得到下式：

𝑔𝑐(𝐱) = ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘𝑐(𝐱)(∫
𝐿

0
𝑟′
𝑘(𝐱, 𝜉) ∏

𝑗
(1 − 𝑤𝑗 ∫

𝐿

0
𝑟′
𝑗(𝐱, 𝜇)𝑑𝜇)𝑑𝜉)

= ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘𝑐(𝐱)(∫
𝐿

0
𝑟′
𝑘(𝐱, 𝜉)𝑑𝜉) ∏

𝑗
(1 − 𝑤𝑗 ∫

𝐿

0
𝑟′
𝑗(𝐱, 𝜇)𝑑𝜇)

记：

𝑞𝑘(𝐱) = ∫
𝕀ℝ

𝑟′
𝑘(𝐱, 𝜉)𝑑𝜉 (3.6)

式 (3.6) 是一个很有用的式子，被称为足迹函数，它描述了对重建核沿某一个维度积分的
结果。𝑞𝑘(𝐱) 实际上代表了三维的重建核映到二维这一过程。于是最终的 𝑔𝑐(𝐱) 为：

𝑔𝑐(𝐱) = ∑
𝑘∈𝕀ℕ

𝑤𝑘𝑐(𝐱)𝑞𝑘(𝐱) ∏
𝑘−1

𝑗=0
(1 − 𝑤𝑗𝑞𝑗(𝐱)) (3.7)

式 (3.7) 中的 𝑔𝑐(𝐱) 是真正意义上的一个二维的连续函数，这个公式也是最朴素的意义下
的 Splatting。同时有 𝑔𝑐(𝐱) = ∑𝑘∈𝕀ℕ 𝑤𝑘𝑝𝑘(𝐮) 的形式。此时 𝑤𝑘 也是一个关于 𝐱 的连续函
数，只是在推导时省略了。所以根据上面的框架，关注 𝑔′

𝑐(𝐱) = 𝑔𝑐(𝐱) ⊗ ℎ(𝐱) 的形态，尝
试展开卷积：

𝑔′
𝑐(𝐱) = 𝑔𝑐(𝐱) ⊗ ℎ(𝐱)

= ∑
𝑘

𝑤𝑘 ∫
𝕀ℝ2

𝑐𝑘(𝜂)𝑞𝑘(𝜂) ∏
𝑘−1

𝑗=0
(1 − 𝑤𝑗𝑞𝑗(𝜂))ℎ(𝐱 − 𝜂)𝑑𝜂

(3.8)

想达成 (3.8) 的目的，需要把 𝑐𝑘(⋅) 和连乘项拿出来，所以直接的假设 𝑐𝑘(𝐱) 是常数，同
时连乘的这一项也是常数。于是可以得到：

∏
𝑘−1

𝑗=0
(1 − 𝑤𝑗𝑞𝑗(𝐱)) ≈ 𝑜𝑘

𝑔𝑐(𝐱) ⊗ ℎ(𝐱) = ∑
𝑘

𝑤𝑘𝑐𝑘𝑜𝑘 ∫
𝕀ℝ2

𝑞𝑘(𝜂)ℎ(𝐱 − 𝜂)𝑑𝜂

= ∑
𝑘

𝑤𝑘𝑐𝑘𝑜𝑘(𝑞𝑘(𝐱) ⊗ ℎ(𝐱))

= ∑
𝑘

𝑤𝑘𝑐𝑘𝑜𝑘𝜌𝑘(𝐱)

经过两次关于 𝑐𝑘(⋅) 的假设，现在第 𝑘 个基元的颜色是与坐标位置都是无关的，这正好对
应了在 3DGS 中设定每个高斯椭球的颜色为一不随距离变化的定值。
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3.3 Derivation of Gaussian
  到现在为止，从上述的步骤中是可以觉察到，想要的重建核函数如果有特定的形
式，会带来很多方便。假如这个重建核函数和预滤波器作卷积后仍然有和原来一样的表
达，假如这个重建核函数经过线性变换后其函数参数也可以被线性的变化，假如这个重
建函数沿某个维度积分后也能保持类似的函数结构等，都会有一定的好处。

  高斯函数可以符合上述性质，为了和当下的情境更适配，将高斯分布里的 𝜇 改记作
𝐩(position)。协方差矩阵仍记为 Σ，于是一个位于 𝐩 处的 𝑛 维的高斯函数 𝒢(𝑛)

𝐩,Σ(𝐱) 写作：

𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱) = 1

(2𝜋)𝑛
2 |Σ|1

2
𝑒−1

2(𝐱−𝐩)𝑇 Σ−1(𝐱−𝐩)

注意到 Σ 是一个半正定的实对称矩阵，那么它一定可以被正交对角化：

Σ = 𝐐𝑇 Λ𝐐

由于它半正定，所以表示特征值的对角阵 Λ 可以被拆为 Λ1
2 Λ1

2，于是可以将 Σ 写为：

Σ = 𝐐𝑇 Λ1
2⏟

𝜎

Λ1
2 𝐐⏟
𝜎𝑇

= 𝜎𝜎𝑇

(3.9)

于是 Σ−1 = (𝜎𝑇 )−1𝜎−1，由于对任意一个矩阵 𝐴 都有 (𝐴𝐴−1)𝑇 = (𝐴−1)𝑇 𝐴𝑇 = 𝐼，所
以  (𝐴−1)𝑇 = (𝐴𝑇 )−1，可以不在乎求逆和转置的先后顺序，所以  Σ−1 可以简化写
作 Σ−1 = 𝜎−𝑇 𝜎−1。

  接下来，先计算 𝑛 维高斯函数的傅里叶变换：

ℱ[𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱)] = 1

(2𝜋)𝑛
2 |Σ|1

2
∫

∞

−∞
𝑒−1

2(𝐱−𝐩)𝑇 Σ−1(𝐱−𝐩)𝑒−𝑗𝐱𝑇 𝜔𝑑𝐱

= 1
(2𝜋)𝑛

2 |Σ|1
2

∫
∞

−∞
𝑒−1

2(𝐱−𝐩)𝑇 𝜎−𝑇 𝜎−1(𝐱−𝐩)𝑒−𝑗𝐱𝑇 𝜔𝑑𝐱
(3.10)

作换元 𝐳 = 𝜎−1(𝐱 − 𝐩)，于是 𝐱 = 𝜎𝐳 + 𝐩。带入 (3.10) 可得：

ℱ[𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱)] = 1

(2𝜋)𝑛
2 |Σ|1

2
∫

∞

−∞
𝑒−1

2𝐳𝑇 𝐳𝑒−𝑗(𝐳𝑇 𝜎𝑇 +𝐩)𝜔𝑑𝐱

= 1
(2𝜋)𝑛

2 |Σ|1
2
𝑒−𝑗𝐩𝑇 𝜔 ∫

∞

−∞
𝑒−1

2𝐳𝑇 𝐳𝑒−𝑗𝐳𝑇 𝜎𝑇 𝜔𝑑𝐱

注意到：
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−1
2
(𝐳 + 𝑗𝜎𝑇 𝜔)𝑇 (𝐳 + 𝑗𝜎𝑇 𝜔) − 1

2
𝜔𝑇 𝜎𝑇 𝜎𝜔

= −1
2
(
((𝐳𝑇 𝐳 + 𝑗𝐳𝑇 𝜎𝑇 𝜔 + 𝑗𝜔𝑇 𝜎𝐳⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

scalar

− 𝜔𝑇 𝜎𝜎𝑇 𝜔
)
)) − 1

2
𝜔𝑇 𝜎𝑇 𝜎𝜔

= −1
2
𝐳𝑇 𝐳 − 𝑗𝐳𝑇 𝜎𝑇 𝜔 + 1

2
𝜔𝑇 𝜎𝑇 𝜎𝜔 − 1

2
𝜔𝑇 𝜎𝑇 𝜎𝜔

= −1
2
𝐳𝑇 𝐳 − 𝑗𝐳𝑇 𝜎𝑇 𝜔

所以积分里的指数项可以化为：

ℱ[𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱)] = 1

(2𝜋)𝑛
2 |Σ|1

2
𝑒−𝑗𝐩𝑇 𝜔𝑒−1

2𝜔𝑇 𝜎𝑇 𝜎𝜔 ∫
∞

−∞
𝑒−1

2(𝐳+𝑗𝜎𝑇 𝜔)𝑇 (𝐳+jσTω)𝑑𝐱

由重积分里的换元法，我们知道  𝜎 正好是  𝐱 与  𝐳 之间变换的雅克比矩阵，所以
𝑑𝐱 = |𝜎|𝑑𝐳 = |Σ|1

2 𝑑𝐳，可以得到：

ℱ[𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱)] = 1

(2𝜋)𝑛
2
𝑒−𝑗𝐩𝑇 𝜔𝑒−1

2𝜔𝑇 𝜎𝑇 𝜎𝜔 ∫
∞

−∞
𝑒−1

2(𝐳+𝑗𝜎𝑇 𝜔)𝑇 (𝐳+jσTω)𝑑𝐳

进一步，令 𝐲 = 𝐳 + 𝑗𝜎𝑇 𝜔，于是有：

ℱ[𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱)] = 1

(2𝜋)𝑛
2
𝑒−1

2𝜔𝑇 𝜎𝑇 𝜎𝜔 ∫
∞

−∞
𝑒−1

2𝐲𝑇 𝐲𝑑𝐲

由于 ∫∞
−∞

𝑒−𝑥2𝑑𝑥 =
√

𝜋，由换元法 𝑥 = 𝑡√
2  得 ∫∞

−∞
𝑒−𝑡2

2 𝑑𝑡 =
√

2𝜋，对于 𝑛 维的情况便可
以直接积分：

∫ ⋯ ∫
+∞

−∞
𝑒−1

2(𝑦2
1+𝑦2

2+⋯+𝑦2
𝑛)𝑑𝑦1𝑑𝑦2⋯𝑑𝑦𝑛 = (

√
2𝜋)

𝑛

于是：

ℱ[𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱)] = 𝑒−𝑗𝐩𝑇 𝜔𝑒−1

2𝜔𝑇 𝜎𝑇 𝜎𝜔

= 𝑒−𝑗𝐩𝑇 𝜔𝑒−1
2𝜔𝑇 Σ𝜔

  所以，高斯函数的傅里叶变换，仍然是一个高斯函数。可以观察到，变换后的高斯
函数，协方差矩阵变为了 Σ−1，均值被释放到了虚轴上。得到这一性质后，结合时域卷
积定理，很容易得到，两个高斯函数卷积，结果仍是高斯函数：

ℱ[𝒢(𝑛)
𝐩𝟏,Σ1

] ∗ ℱ[𝒢(𝑛)
𝐩𝟐,Σ2

] = ℱ[𝒢(𝑛)
𝐩𝟏+𝐩𝟐,Σ1+Σ2

]

同时，对高斯分布进行仿射变换 𝜑(𝐱) = 𝐌𝐱 + 𝐛，直接计算可以得到：
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𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱) = 1

(2𝜋)𝑛
2 |Σ|1

2
𝑒−1

2(𝐌−1(𝜑(𝐱)−𝐛)−𝐩)𝑇 Σ−1(𝐌−1(𝜑(𝐱)−𝐛)−𝐩)

= 1
(2𝜋)𝑛

2 |Σ|1
2
𝑒−1

2(𝐌−1𝜑(𝐱)−𝐌−1𝐛−𝐩)𝑇 Σ−1(𝐌−1𝜑(𝐱)−𝐌−1𝐛−𝐩)

= 1
(2𝜋)𝑛

2 |Σ|1
2
𝑒−1

2[𝐌−1(𝜑(𝐱)−𝐛−𝐌𝐩)]𝑇 Σ−1[𝐌−1(𝜑(𝐱)−𝐛−𝐌𝐩)]

= |𝐌|
(2𝜋)𝑛

2 |𝐌|1
2 |Σ|1

2 |𝐌|1
2
𝑒−1

2(𝜑(𝐱)−𝜑(𝐩))𝑇 (𝐌−1)𝑇 Σ−1𝐌−1(𝜑(𝐱)−𝜑(𝐩))

= |𝐌|𝒢(𝑛)
𝜑(𝐩),𝐌Σ𝐌𝑇 (𝜑(𝐱))

(3.11)

  从式 (3.11) 可以看出，进行仿射变换后，高斯分布仍然保持不变。另一个关心的性质
是对 𝑛 维高斯分布沿着一个维度进行积分，得到的 𝑛 − 1 维的分布仍然是高斯的。这一
点实际上很好理解，由于指数运算的性质，在积分第 𝑖 个维度时，总可以把所有不跟 𝑥𝑖 交
叉的项全部移出积分符号，最终得到的协方差矩阵中的第行和第列都会消失。在 3DGS
中，关注点是重建核进行投影，然后沿某个方向积分后，重建核还能否有简洁的表达，所
以在这里，高斯函数仍然有圆满的答案：

∫
𝕀ℝ

𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱, 𝑥2)𝑑𝑥2 = 𝒢(2)

𝐩̄,Σ̄(𝐱)

高斯函数的这些性质，完美符合了对重建核函数要求。

3.4 Derivation of Transformation
  最后要处理的是投影变换，在 NeRF 中也处理过投影变换，但那时站在的角度是一
个点如何打在相机的成像平面上。换句话说当时关注的是相机内参这一表征投影变换的
东西本身，而这次更关注的是同一条光线上的不同点，被投影变换作用后的结果。这里
可以不关心投影变换的矩阵形式，考虑相机空间里的坐标 𝐭 = (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)

𝑇，其中 𝑡2 所在
的维度是 𝑧 轴，即相机镜头的方向。记变换后坐标 𝐱 = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2)

𝑇，那么整个变换可以
写成：

(
((
(𝑥0

𝑥1
𝑥2)

))
) = Φ(𝐭) =

(
((
((
((

𝑡0
𝑡2
𝑡1
𝑡2

‖(𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)‖
𝑇
)
))
))
))

前文讲述投影变换时简单一笔带过了一次其作用，具体来说，我们不应忘记我们仍然是
处于针孔相机模型这一假设下的。所以其实是存在一个视体(frustum) 的，在这个截锥体
里发射的光线并不是平行的。在原始的 NeRF 中这并不是问题，因为我们本来就是从每
条不同方向的光线上进行采样，然后查这些坐标的属性的。但在这里每次都计算不同方
向的光线可能和哪些高斯椭球是“接触”是比较麻烦的，因为在绘制高斯椭球时我们往往
会用其协方差矩阵作为轴的长度，类似一维时熟悉的 𝜇 ± 𝜎，其实在这个椭球之外的函
数值就已经很小了。所以我们希望能在一个对于不同光线都是“平行”的空间里完成这件
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事。注意 Φ(𝐭) 的形式，对于同一条直线上的 𝐭𝑖, 𝐭𝑗 是相同的，只有 ‖(𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)‖
𝑇  不同，

这样的处理会在并行实现上带来方便。

  ‖(𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)‖
𝑇  其实是有深意的，如果是常规的透视变换，这里储存的“深度”往往是 𝑡2。

因为在后面的渲染管线中我们需要这个来判定基元之间的前后顺序，这里需要取 𝐭 的二
范数是因为对于不同的角度的光线，在一个任意角度光线上等距离采样后，映射后的这
些点之间的距离也是等间隔的，由于透视除法把同一条光线上的点的非深度上的坐标都
除成一样的了，所以距离的度量只取决于剩下的那个维度。这样带来了一些好处，但因
为经过这个变换后，高斯函数的形式将不再封闭。这样保护了那么久的重建核的性质就
被打破了。

  EWA splatting 里提出一种办法，被称为 Local Affine Approximation。我们至少在每
次投影时，其实都是知道高斯函数的均值的，所以我们可以直接计算 𝐱𝑘 = Φ(𝐭𝑘)。可以
作线性近似，进行二阶泰勒展开，出现的雅可比矩阵会自然的提供一个线性变换，来提
供一个 𝐭𝑘 邻域到 𝐱𝑘 邻域之间的变换，即：

Φ𝑘(𝐭) = Φ𝑘(𝐭𝑘) + 𝐉𝑘(𝐭 − 𝐭𝑘)

其中，𝐉𝑘 可以由 Φ𝑘(𝐭) 直接求偏导得到：

𝐉𝑘 =

(
((
((
((
(

𝜕𝑥0
𝜕𝑡0
𝜕𝑥1
𝜕𝑡0
𝜕𝑥2
𝜕𝑡0

𝜕𝑥0
𝜕𝑡1
𝜕𝑥1
𝜕𝑡1
𝜕𝑥2
𝜕𝑡1

𝜕𝑥0
𝜕𝑡2
𝜕𝑥1
𝜕𝑡2
𝜕𝑥2
𝜕𝑡2 )

))
))
))
)

=

(
((
((
((

1/𝑡𝑘,2

0
𝑡𝑘,0
‖𝐭𝑘‖

0
1/𝑡𝑘,2

𝑡𝑘,1
‖𝐭𝑘‖

−𝑡𝑘,0/𝑡2𝑘,2
−𝑡𝑘,1/𝑡2𝑘,2

𝑡𝑘,2
‖𝐭𝑘‖ )

))
))
))

利用二阶近似，可以解决投影变换非线性的问题。考虑一个世界坐标系下的坐标 𝐮，仿
射变换 𝐭 = 𝜑(𝐮) 可以得到在特定相机空间下的坐标 𝐭，然后 𝐱 = Φ𝑘(𝐭) 可以得到在光线
空间下的坐标表示。由于已经保证了这两个映射是线性的，所以他们的复合也是线性的，
将其记作 𝐦𝑘(𝐮)，将这个复合变换展开：

𝐭 = 𝜑(𝐮) = 𝐌𝐮 + 𝐛
𝐱 = Φ𝑘(𝐭) = 𝐱𝑘 + 𝐉𝑘(𝐭 − 𝐭𝑘)

= 𝐱𝑘 + 𝐉𝑘(𝐌𝐮 + 𝐛 − 𝐭𝑘)
= 𝐉𝑘𝐌𝐮 + 𝐱𝑘 + 𝐉𝑘(𝐛 − 𝐭𝑘)

根据仿射变换前后的高斯函数的结果，可以直接写出：

𝒢(𝑛)
𝐩,Σ(𝐱) = |𝐉𝑘𝐌|𝒢(𝑛)

𝐦𝑘(𝐩),Σ′(𝐦𝑘(𝐮))

变换后的协方差矩阵满足：

Σ′ = 𝐉𝑘𝐌Σ𝐌𝑇 𝐉𝑇
𝑘 (3.12)

用这样的矩阵变换，可以直接得到一个高斯椭球在光线空间的表示。也就是说，对于一
个位置在 𝐩，协方差为 Σ 的高斯椭球，可以直接通过 𝐦𝑘(𝐩) 计算出在光线空间里椭球的
位置，然后直接用 (3.12) 来得到投影后的协方差 Σ′。然后用 Splatting 的公式进行渲染，
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对投影后的三维的高斯函数进行积分，借助高斯函数的性质可以直接跳过协方差矩阵的
第三行和第三列，于是最终，整个流程被归结为从这些三维椭球投影到二维椭圆里，进
行 Alpha Compositing。

3.5 Derivation of Gradient
  在 3DGS中，每个高斯基元的 𝐩 和 Σ 都是借助 PyTorch 的自动微分框架来进行随机
梯度下降的。其中颜色 𝑐 是靠优化 RGB 三个通道上的球谐系数(Spherical Harmonics) 得
到的，不透明度 𝛼 是通过将当前像素点带入此时的高斯基元中计算得到的。优化 𝐩, 𝑐, 𝛼
都是比较普通的，但优化 Σ 是通过优化 Σ′ 反传回去的。如果直接丢给 PyTorch 的计算
图，追踪 (3.12) 这几个矩阵连乘里的乘法操作可不是个很令人满意的事情。所以有必要
显式的给出 Σ 的梯度。

  协方差矩阵是有物理意义的，我们不能随机初始化一组 3 × 3 的数组就当 Σ，上文
已经用过它实对称矩阵的性质 (3.9)。将这里的对角阵和正交阵赋予一组实际的意义：缩
放和旋转。即可重参数化一下 Σ：

Σ = 𝐑𝐒𝐒𝑇 𝐑𝑇

与通常使用欧拉角来描述旋转不同，3DGS 里使用归一化后的四元数 𝐪 来表示旋转，这
样可以显式的将待优化的参数从 9个变为 4个：

𝐪 = 𝑞𝑟 + 𝑞𝑖 ⋅ 𝑖 + 𝑞𝑗 ⋅ 𝑗 + 𝑞𝑘 ⋅ 𝑘

𝐑(𝐪) = 2

(
((
((
((

1
2 − (𝑞2

𝑗 + 𝑞2
𝑘)

(𝑞𝑖𝑞𝑗 + 𝑞𝑟𝑞𝑘)
(𝑞𝑖𝑞𝑘 − 𝑞𝑟𝑞𝑗)

(𝑞𝑖𝑞𝑗 − 𝑞𝑟𝑞𝑘)
1
2 − (𝑞2

𝑖 + 𝑞2
𝑘)

(𝑞𝑗𝑞𝑘 + 𝑞𝑟𝑞𝑖)

(𝑞𝑖𝑞𝑘 + 𝑞𝑟𝑞𝑗)
(𝑞𝑗𝑞𝑘 − 𝑞𝑟𝑞𝑖)
1
2 − (𝑞2

𝑖 + 𝑞2
𝑗 )

)
))
))
))

根据链式法则，有：

𝑑Σ′

𝑑𝐬
= 𝑑Σ′

𝑑Σ
𝑑Σ
𝑑𝐬

𝑑Σ′

𝑑𝐪
= 𝑑Σ′

𝑑Σ
𝑑Σ
𝑑𝐪

  为了推导各分量的梯度变化，只需要将 Σ′ 里的每个元素关于 Σ 求导。为了推导上
的简洁，省略雅可比矩阵的下标 𝑘，同时记 𝐔 = 𝐉𝐌。以及注意到只关注 Σ′ 左上部分的
2 × 2 的元素，所以可以计算：

Σ′ = 𝐔Σ𝐔𝑇

= (𝑈11
𝑈21

𝑈12
𝑈22

)(Σ11
Σ21

Σ12
Σ22

)(𝑈11
𝑈21

𝑈12
𝑈22

)

= (𝑈11Σ11 + 𝑈12Σ21
𝑈21Σ11 + 𝑈22Σ21

𝑈11Σ12 + 𝑈12Σ22
𝑈21Σ12 + 𝑈22Σ22

)(𝑈11
𝑈21

𝑈12
𝑈22

)

= ((𝑈11Σ11 + 𝑈12Σ21)𝑈11 + (𝑈11Σ12 + 𝑈12Σ22)𝑈12
(𝑈21Σ11 + 𝑈22Σ21)𝑈11 + (𝑈21Σ12 + 𝑈22Σ22)𝑈12

(𝑈11Σ11 + 𝑈12Σ21)𝑈21 + (𝑈11Σ12 + 𝑈12Σ22)𝑈22
(𝑈21Σ11 + 𝑈22Σ21)𝑈21 + (𝑈21Σ12 + 𝑈22Σ22)𝑈22

)
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计算 Σ′ 关于 Σ 的偏导数：

𝜕Σ′

𝜕Σ11
= (𝑈11𝑈11

𝑈21𝑈11

𝑈11𝑈21
𝑈21𝑈21

)

𝜕Σ′

𝜕Σ𝑖𝑗
= (

𝑈1𝑖𝑈1𝑗
𝑈2𝑖𝑈1𝑗

𝑈1𝑖𝑈2𝑗
𝑈2𝑖𝑈2𝑗

)
(3.13)

式 (3.13) 用于在代码中方便地取出与 Σ𝑖𝑗 有关的那些系数。这里求解出的系数分量被
应用在 diff-gaussian-rasterization/cuda_rasterizer/backward.cu 中的 __global__
void computeCov2DCUDA() 函数中：
if (denom2inv != 0) {
    // Gradients of loss w.r.t. entries of 2D covariance matrix,
    // given gradients of loss w.r.t. conic matrix (inverse covariance matrix).
    // e.g., dL / da = dL / d_conic_a * d_conic_a / d_a
    dL_da = denom2inv * (- c * c * dL_dconic.x
                         + 2 * b * c * dL_dconic.y
                         + (denom - a * c) * dL_dconic.z
                        );
    dL_dc = denom2inv * (- a * a * dL_dconic.z
                         + 2 * a * b * dL_dconic.y
                         + (denom - a * c) * dL_dconic.x
                        );
    dL_db = denom2inv * 2 * (b * c * dL_dconic.x
                            - (denom + 2 * b * b) * dL_dconic.y
                            + a * b * dL_dconic.z
                            );

    // Gradients of loss L w.r.t. each 3D covariance matrix (Vrk) entry,
    // given gradients w.r.t. 2D covariance matrix (diagonal).
    // cov2D = transpose(T) * transpose(Vrk) * T;
    dL_dcov[6 * idx + 0] = (T[0][0] * T[0][0] * dL_da
                            + T[0][0] * T[1][0] * dL_db
                            + T[1][0] * T[1][0] * dL_dc
                           );
    dL_dcov[6 * idx + 3] = (T[0][1] * T[0][1] * dL_da
                            + T[0][1] * T[1][1] * dL_db
                            + T[1][1] * T[1][1] * dL_dc
                           );
    dL_dcov[6 * idx + 5] = (T[0][2] * T[0][2] * dL_da
                            + T[0][2] * T[1][2] * dL_db
                            + T[1][2] * T[1][2] * dL_dc
                           );

    // Gradients of loss L w.r.t. each 3D covariance matrix (Vrk) entry,
    // given gradients w.r.t. 2D covariance matrix (off-diagonal).
    // Off-diagonal elements appear twice --> double the gradient.
    // cov2D = transpose(T) * transpose(Vrk) * T;
    dL_dcov[6 * idx + 1] = 2 * T[0][0] * T[0][1] * dL_da
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                         + (T[0][0] * T[1][1]
                         + T[0][1] * T[1][0]) * dL_db
                         + 2 * T[1][0] * T[1][1] * dL_dc;
    dL_dcov[6 * idx + 2] = 2 * T[0][0] * T[0][2] * dL_da
                         + (T[0][0] * T[1][2]
                         + T[0][2] * T[1][0]) * dL_db
                         + 2 * T[1][0] * T[1][2] * dL_dc;
    dL_dcov[6 * idx + 4] = 2 * T[0][2] * T[0][1] * dL_da
                         + (T[0][1] * T[1][2]
                         + T[0][2] * T[1][1]) * dL_db
                         + 2 * T[1][1] * T[1][2] * dL_dc;
}

  对于一个 3 × 3 的协方差矩阵，由于是对称的，所以我们考虑的是它的上三角的 6
个元素，标号为

Σ =
(
((
(0 1

3
2
4
5)
))
)

代码片段是在根据链式法则一层一层的求解，a,b,c 是跳过第三行第三列后，协方差矩阵
上的值。因为在高斯函数的公式里要用到，所以前面先有一段计算 dL_da,dL_db,dL_dc 的
过程。之后需要计算 𝑑𝐿

𝑑Σ𝑖𝑗
，计算协方差矩阵第一行第一列的元素，由刚才计算出的关于

的偏导，可得对应的系数是：

(
((
((
((

𝑈11𝑈11⏟
𝑎

𝑈21𝑈11

𝑈11𝑈21⏟
𝑏

𝑈21𝑈21⏟
𝑐 )

))
))
))

由于 dL_db 已经乘过 2 了，所以就有了
    dL_dcov[6 * idx + 0] = (T[0][0] * T[0][0] * dL_da
                            + T[0][0] * T[1][0] * dL_db
                            + T[1][0] * T[1][0] * dL_dc
                           );

同理也可以求出 𝑑Σ
𝑑𝐬  和 𝑑Σ

𝑑𝐪：

𝑑Σ
𝑑𝐬

= 𝑑Σ
𝑑𝐌

𝑑𝐌
𝑑𝐬

𝑑Σ
𝑑𝐪

= 𝑑Σ
𝑑𝐌

𝑑𝐌
𝑑𝐪

在  3DGS 原文的补充材料里，作者直接写  𝑑Σ
𝑑𝐌 = 2𝐌𝑇，实际上对于矩阵函数

𝐹(𝐌) = 𝐌𝐌𝑇，严格意义上它关于 𝐌 的梯度应该是：

Δ𝐌𝐹(𝐌) = (𝐌𝑇 ⊗ 𝐈𝑚)(𝐊𝑚𝑚 + 𝐈𝑚2)

对于 𝑑Σ
𝑑𝐌 = 2𝐌𝑇  的推导过程如下：
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Σ = 𝐌𝐌𝑇

𝑀 = (𝑎
𝑐

𝑏
𝑑)

Σ = (𝑖 = 𝑎2 + 𝑏2

𝑘 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑
𝑗 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑
𝑙 = 𝑐2 + 𝑑2 )

在反向传播过程中，考察损失 𝐿，它是一个标量：

𝜕𝐿
𝜕Σ

=
(
((

𝜕𝐿
𝜕𝑖
𝜕𝐿
𝜕𝑘

𝜕𝐿
𝜕𝑗
𝜕𝐿
𝜕𝑙 )

))

关注：

𝜕𝐿
𝜕𝐌

= (
𝜕𝐿
𝜕𝑎
𝜕𝐿
𝜕𝑐

𝜕𝐿
𝜕𝑏
𝜕𝐿
𝜕𝑑

)

进一步展开：

𝜕𝐿
𝜕𝑎

= 𝜕𝐿
𝜕𝑖

⋅ 𝜕𝑖
𝜕𝑎

+ 𝜕𝐿
𝜕𝑗

⋅ 𝜕𝑗
𝜕𝑎

+ 𝜕𝐿
𝜕𝑘

⋅ 𝜕𝑘
𝜕𝑎

= 2𝑎𝜕𝐿
𝜕𝑖

+ 𝑐𝜕𝐿
𝜕𝑗

+ 𝑐𝜕𝐿
𝜕𝑘

= 2𝑎𝜕𝐿
𝜕𝑖

+ 2𝑐𝜕𝐿
𝜕𝑗

最后一个等号是因为协方差矩阵是个对称矩阵，那么其对称元素的梯度也应该是一样
的。每一项都这么计算，就可以得到：

𝜕𝐿
𝜕𝐌

=
(
((

2𝑎𝜕𝐿
𝜕𝑖 + 2𝑐𝜕𝐿

𝜕𝑗

2𝑎𝜕𝐿
𝜕𝑘 + 2𝑐𝜕𝐿

𝜕𝑙

2𝑏𝜕𝐿
𝜕𝑖 + 2𝑑𝜕𝐿

𝜕𝑗

2𝑏𝜕𝐿
𝜕𝑘 + 2𝑑𝜕𝐿

𝜕𝑙 )
))

= 2(𝑎
𝑏

𝑐
𝑑)

(
((

𝜕𝐿
𝜕𝑖
𝜕𝐿
𝜕𝑘

𝜕𝐿
𝜕𝑗
𝜕𝐿
𝜕𝑙 )

))

= 2𝐌𝑇 𝜕𝐿
𝜕𝐌

于是在 backward.cu的 __device__ void computeCov3D() 函数中，就可以简单的一行来
完成这件事：
// Compute loss gradient w.r.t. matrix M
// dSigma_dM = 2 * M
glm::mat3 dL_dM = 2.0f * M * dL_dSigma;

  最后就只剩下 𝑑𝐌
𝑑𝐬  和 𝑑𝐌

𝑑𝐪，𝐌 = 𝐑𝐒 实际就是：
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𝐌 =

(
((
((
((

𝑠𝑥(1 − 2(𝑞2
𝑗 + 𝑞2

𝑘))
2𝑠𝑥(𝑞𝑖𝑞𝑗 + 𝑞𝑟𝑞𝑘)
2𝑠𝑦(𝑞𝑖𝑞𝑘 − 𝑞𝑟𝑞𝑗)

2𝑠𝑦(𝑞𝑖𝑞𝑗 − 𝑞𝑟𝑞𝑘)
𝑠𝑦(1 − 2(𝑞2

𝑖 + 𝑞2
𝑘))

2𝑠𝑦(𝑞𝑗𝑞𝑘 − 𝑞𝑟𝑞𝑖)

2𝑠𝑧(𝑞𝑖𝑞𝑘 − 𝑞𝑟𝑞𝑗)
2𝑠𝑧(𝑞𝑗𝑞𝑘 − 𝑞𝑟𝑞𝑖)

𝑠𝑧(1 − 2(𝑞2
𝑖 + 𝑞2

𝑗 ))
)
))
))
))

可以直接看出：

𝑑𝑀𝑖𝑗

𝑑𝑠𝑘
= {𝑅𝑖,𝑘,  𝑗 = 𝑘

0,  𝑗 ≠ 𝑘

关于四元数 𝐪 的梯度也能直接计算出来。由于四元数 𝐪 在写进旋转矩阵前会被强制归一
化一下来保证旋转矩阵的性质，所以最后还有一步归一化导致的梯度变化。令 𝐩 来指代
归一化后的四元数，有：

𝐩 = 1
‖𝐪‖

⋅ 𝐪

𝜕𝑝𝑛
𝜕𝑞𝑛

= 1
‖𝐪‖

− 𝑞2
𝑛

‖𝐪‖3   𝑛 ∈ {𝑟, 𝑖, 𝑗, 𝑘}

  至此，3DGS相关的需要推导的公式和与代码强相关的内容就结束了。

4 Conclusion
  不论是 NeRF 还是 3DGS，都有着与数学和物理非常密切的关系，矩阵论和偏微分
方程以及概率论都有着非常大的占比。这些公式在看论文附录和各种博客时，推导花了
非常多的时间，涉及到了非常多的我的知识盲区。而且 3DGS 部分计算和优化的内容直
接体现在与 CUDA 相关的代码上，也带来了非常多的麻烦和困难。
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